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Resumen

La Didactica de la Matematica se ocupa de
delimitar y estudiar problemas surgidos
durante los procesos de organizacion,
comunicacion, transmisién, construccién y
valoracion del conocimiento matematico
junto con su propia fundamentacion
tedrica. Dentro de estos problemas de
investigacion se encuentran aquellos
creados al desarrollar Técnicas
Alternativas para la ensefianza de tdpicos
matematicos. En ese sentido; el presente
articulo muestra una Técnica Alternativa
para el desarrollo de la Descomposicién en
Fracciones Simples (factores lineales no
repetidos), ésta fue creada para evitar el
uso de sistemas de ecuaciones durante el
proceso de descomposicién y, ha sido
fundamentada con la teoria Accidn,
Proceso, Objeto y Esquema ("APOE") de Ed
Dubinsky.

Palabras clave: técnica alternativa,
descomposicion en fracciones simples,
teoria "APOE".

Abstract

The Didactics of Mathematics deals with
delimiting and studying problems that
arise during the processes of organization,
communication, transmission,
construction, and assessment of
mathematical knowledge, along with its
own theoretical foundation. Within these
research problems are those created
when developing Alternative Techniques
for teaching mathematical topics. In that
sense; this article shows an Alternative
Technique for the development of Partial
Fraction Decomposition (non-repeated
linear factors), it was created to avoid the
use of systems of equations during the
decomposition process and has been
based on the Action, Process, Object, and
Scheme ("APOS") theory by Ed Dubinsky.

Keywords: alternative technique, partial
fraction decomposition, "APOS" theory.
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Introduccion

En un primer curso de calculo integral se estudian varias técnicas de
integracion, entre ellas la técnica de integracion por Fracciones Parciales (en
adelante, FP) para la integracion de funciones racionales. Esta técnica
consiste en descomponer una funcién racional en una suma de fracciones
mas simples. La técnica es fundamental para la integracién de funciones
racionales, pero también se encuentra en el estudio de las ecuaciones
diferenciales, en la matematica discreta, en la teoria de control y otras ramas
de la matematica. El método mas comun para realizar la descomposicién en
FP es llamado método de los “Coeficientes Indeterminados”. Este método es
tedioso (Huang, 1991) y una fuente de complicadas identidades algebraicas
(Chrystal, 1961) que confunden a los estudiantes de un primer curso de célculo
integral, sobre todo a aquellos con problemas de conocimientos algebraicos
(Diaz, 2017). Adicional a lo anterior, este método tradicional se fundamenta en

el uso de sistemas de ecuaciones.

En otro orden de ideas; cuando se habla de Educacion Matematica se hace
referencia a: 1. un objeto matematico de estudio, 2. un profesional dedicado
socialmente a la formacién matematica y 3. una ciencia que ofrece las
herramientas necesarias para que el docente resuelva los problemas que se le
presentan durante los procesos de ensefianza y aprendizaje de las

matematicas en el aula de clase.

En ese sentido; la Didactica de la Matematica es la ciencia que se ocupa de
estudiar e investigar los problemas de la Educacion Matematica y proponer

marcos explicativos para su resolucion. Indaga metddica y sistematicamente
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los procesos de ensefianza y aprendizaje de las Matematicas y los planes de
formacion de los educadores matematicos. Tiene como objeto delimitar y
estudiar los problemas que surgen durante los procesos de organizacion,
comunicacion, transmision, construccion y valoracion del conocimiento

matematico junto con su propia fundamentacion tedrica.

Siguiendo la idea anterior; se presenta en la Figura 1 un diagrama con las
principales teorias actuales en Educacion Matematica, en el mismo se ubica

la teoria de interés para la presente investigacion.

Figura 1

Principales teorias de Educacion Matematica

EDUCACION ™.
MATEMATICA
CRITICA

SOCIOEPISTEMOLOGIA

“ EDUCACION ™.
MATEMATICA
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(Artigue) (Brousseau) (Dubinsky)

Fuente: Rodriguez (2021)
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De ese grupo de teorias, en la presente investigacion, solo es de interés; la
teoria del enfoque cognitivista; Accion, Proceso, Objeto y Esquema (APOE) de
Ed Dubinsky.

Ademas; en este articulo se presenta una «Técnica Alternativa» que busca
realizar la «Descomposicion en Fracciones Simples» sin necesidad de usar
sistemas de ecuaciones durante el proceso, ésta es una técnica algebraica
que se desarrolla por simple inspeccidén y para darle rigor dentro del campo de
la «Educacion Matematica» la misma ha sido sustentada con la teoria

«Accion-Proceso-0bjeto-Esquema» (ver Hernandez, 2024).

Teoria Accidon-Proceso-Objeto-Esquema

La teoria APOE fue creada por el matematico Ed Dubinsky en 1990, éste era
especialista en el area de Analisis Funcional y su formacion académica la
realizé en la Universidad Temple (BS), Universidad de Pennsylvania (MA) y la
Universidad de Michigan (PhD). En palabras de Rodriguez et al., (2018) APOE
“... es una teoria constructivista que toma como marco de referencia las ideas
de Piaget respecto al desarrollo del conocimiento; fundamentalmente
rescatando el concepto de abstraccion reflexiva y el concepto de esquema”
(p. 5). Esta surge como un intento de entender y describir cémo los individuos
construyen las estructuras «légico-matematicas» durante el curso del
desarrollo cognitivo a través de la «abstraccion reflexiva». En otras palabras,
permite centrar la mirada en los aspectos cognitivos de la construccién de

conocimientos matematicos. Es decir; describe el camino y la construccion de
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las estructuras cognitivas légico-matematicas realizadas por un individuo

durante el proceso de aprendizaje de un concepto matematico.

Estados Mentales Cognitivos. Segun expresa Trigueros (2005), desde el punto
de vista de la teoria APOE la construccién del conocimiento matematico pasa
por tres etapas basicas: accion, proceso y objeto. El paso por estas tres etapas
no es necesariamente secuencial. Una persona puede pasar mucho tiempo en
etapas intermedias e incluso estar en una etapa de construccién para ciertos
aspectos de un concepto y en otra para otros. Lo que si puede afirmarse es
que el manejo que una persona hace de un concepto ante distintas situaciones
problematicas es diferente cuando un individuo responde con un nivel
caracterizado por proceso en la teoria que cuando lo hace a nivel accion, y

cuando lo hace a nivel objeto que cuando lo hace a nivel proceso.

A continuacién, se dara una breve explicacion de las cuatro construcciones
mentales, que se dan durante el mecanismo de adquisicion de un

conocimiento matematico, segun la teoria APOE.

1. Accion. Las acciones se pueden percibir como procedimientos
memorizados que normalmente se realizan paso a paso y que se responden
de manera muy concreta. En ese sentido; una accion puede consistir en una
simple repuesta o en una secuencia de respuestas después de haber recibido

indicaciones exactas de los pasos o0 secuencias que se deben realizar.

2. Proceso. El proceso es una estructura dinamica que se realiza cuando se

ejecuta la misma accion, pero ésta no necesariamente esta dirigida por
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estimulos externos al individuo, ya que ocurre por la reflexién ante una accion
realizada repetidas veces. En otras palabras; cuando se repite una accion o un
conjunto de acciones y se reflexiona sobre ellas la accion se interioriza en un
proceso. A diferencia de la construccion de la accion el estudiante percibe el
nivel proceso como algo interno y bajo su control ya que no esta dirigido por

alguna indicacién externa.

3. Objeto. Cuando un individuo reflexiona sobre las operaciones aplicadas a un
proceso en particular, toma conciencia del proceso como un todo, realiza
aquellas transformaciones (ya sean acciones o procesos) que pueden actuar
sobre él, y puede construir de hecho esas transformaciones, entonces esta
pensando en este proceso como un objeto. Trigueros (2005) dice que; un
objeto se crea “cuando el individuo es consciente del proceso como una

(p.
9), esta descripcién es un mecanismo mental que se conoce como

|"

totalidad, puede pensar en él como un todo y es capaz de actuar sobre é

encapsulacion del proceso.

4. Esquema. Es una coleccién de Acciones, Procesos, Objetos y otros
Esquemas que se asumen como la interaccion de los mecanismos
caracterizados por ser dinamicos y por permitir una reconstruccion continua
en los procesos de ensefianza y aprendizaje en las practicas de aula con

relacion a la matematica escolar.

Mecanismos Mentales. En este panorama tedrico, otro aspecto de interés para
esta investigacion son los distintos mecanismos que utiliza un individuo
cualquiera para pasar de una estructura mental cognitiva a otra. A
continuacidn, se presentan seis mecanismos mentales que esgrime la teoria

APOE como puente para pasar de una estructura cognitiva a otra.
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1. Interiorizacion. Este mecanismo se presenta cuando se repiten las
acciones, éstas ya no dependen de factores externos y el individuo ejercerse
un dominio interno sobre ellas. En ese sentido; el individuo interioriza una
accion cuando es capaz de imaginar todos los pasos sin aplicarlos
necesariamente en su totalidad o en un orden estricto, ademas, cuando éste
puede saltarse los pasos (Arnon et al., 2014). 2. Coordinacion. Este
mecanismo se describe como la coordinaciéon general de acciones, para
referirse a la creacién de mas objetos y acciones a través del uso de una o mas
acciones. El permite al individuo coordinar dos o més procesos para generar
otro nuevo que puede ser encapsulado en un objeto cognitivo (Asiala et al.,
1996). 3. Encapsulacion. Este mecanismo permite que el individuo pase de una
estructura dinamica (proceso) a una estructura estatica (objeto).
Principalmente todas las caracteristicas del proceso se estructuran como un
todo sobre el cual es posible aplicar nuevas transformaciones. 4.-
Desencapsulacion. Es el paso mental de devolverse desde un objeto al
proceso desde el cual fue encapsulado el objeto o tuvo su origen. 5.-
Reversion. Una vez que el proceso existe internamente, al sujeto le es posible
invertirlo, en el sentido de deshacerlo, para construir un nuevo proceso original.
6. Generalizacion. Es el mecanismo de construccion de un proceso a partir de
otro previamente construido, para una mejor descripcion de estos

mecanismos (ver Herndndez, 2024).

En la Figura 2 se muestra la relacion entre los estados cognitivos y los

mecanismos mentales.
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Figura 2

Relacion entre los estados cognitivos y los mecanismos mentales

1.-
3.-

< Generalizacion >
~_Generalizacién =

Proceso que transforma

5.-
TR e
Dese"caPSUIECIOH/Q Encaps““ac.on\\)
<___Encapsulacién >

Fuente: Fuentealba (2017)

Descomposicion Genética. Ahora bien; descritas las construcciones mentales,
los mecanismos y sus relaciones segun el enfoque de la teoria APOE, éstas se
pueden representar en un modelo denominado Descomposicion Genética (en
adelante, DG). Este es un modelo didéctico (o mapa cognitivo), realizado por
el investigador para un objeto matematico en especifico, que describe con
detalle cémo se produce la comprension del saber matematico a través de
diferentes estructuras complejas del pensamiento y descripciones explicitas
de las posibles relaciones entre las acciones, procesos, objetos y esquemas
(Arnon et al., 2014).

Una caracteristica importante de la DG es que este modelo no es unico. Es
decir; para un mismo concepto o tema matematico se puede disefiar mas de

una DG, este disefo dependera de la visidon de cada investigador, sin embargo,
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aqui, la pregunta de interés seria ;cual de los distintos modelos disefiados para

el mismo concepto matematico es el mas eficiente?

La unica manera de dar respuesta a la pregunta anterior es poner a prueba
cada DG mediante investigacion. Estas investigaciones se logran mediante el
disefo y aplicacion de instrumentos de recoleccion de datos basados enla DG
disefiada, observando qué acciones, procesos, objetos y esquemas muestran
los estudiantes. A partir de los resultados obtenidos en los instrumentos, la DG
puede desecharse o puede refinarse para luego, volverla a probar tantas veces
como sea necesario hasta que el modelo funcione (se obtenga el modelo
optimo). Es decir; hasta lograr que el modelo funcione para predecir las
construcciones mentales que hacen los estudiantes, una vez, llegado a ese

punto se dice que la DG es valida (Trigueros, 2005).

Metodologia de la Teoria APOE. Para el disefio de la DG del concepto, se tomd
como referencia el ciclo de investigacion propuesto por la teoria APOE
compuesto por: analisis tedrico, disefo e implementacién de un tratamiento
instruccional y recogida y analisis de los datos, este ciclo se representa en la

Figura 3.

Figura 3

Aspecto metodoldgico o ciclo de investigacion de la teoria APOE

Analisis Teorico

-~ i

Recoleccion v — Diseno e Implementacion
Analisis de Datos - de la Ensefianza

Fuente: Arnon et al., (2014).
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El ciclo comienza analizando el concepto matematico con base en los libros
de texto, en la epistemologia, en la experiencia docente, en el propio
conocimiento del investigador, en resultados previos, etc., para, a partir de ahi,

disefiar una descomposicion genética para dicho concepto.

Esta descomposicion genética se prueba, se analiza y en caso de ser
necesario se vuelve a la descomposicion genética y se refina hasta obtener la
que arroje los resultados deseados para la investigacion. Se sigue este ciclo

las veces que sea necesario.

Método de Ensenanza de la Teoria APOE. Otro aspecto de interés en la teoria
APOE es que ésta tiene su propio método de ensefianza llamado ciclo ACE,
éste es el acréonimo de las palabras: Actividades, Clase y Ejercicios. A

continuacién, se realizara una explicacion breve de cada una de estas etapas.

1. Actividades. La ensefianza fundamentada con la teoria APOE inicia en el
aula de clase con actividades disefiadas en funcién de una DG. El protocolo a
seguir en esta etapa es; reunir a los estudiantes en pequefios grupos para que
realicen trabajos colaborativos sobre las actividades, en esta fase los
estudiantes debe ser guiado por el docente. En esta etapa del ciclo ACE es

valido, si se tiene, el uso de la tecnologia.

2. Clase. Después de un tiempo prudencial de trabajo grupal, el docente llama
aladiscusion en clase promoviendo la reflexién y las construcciones mentales
deseadas o previstas en la DG. Aqui se discute el trabajo que se ha hecho en

los equipos, se cuestiona, se reflexiona conjuntamente y se va formalizando el
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conocimiento matematico de interés. Este paso entre actividades y discusion
en clase se puede repetir varias veces en una misma sesion de clase

generando asi un bucle finito.

3. Ejercicios. Esta etapa contiene la posibilidad de que los estudiantes hagan,
ya sea en el aula de clase o fuera de clase, ejercicios (o tareas) individuales o
en equipos, esos ejercicios pueden ser disefiados por el docente, pueden ser
generados a partir de la DG o incluso pueden ser extraidos del libro de texto
recomendado para el curso. Este trabajo constituye para el estudiante una

nueva forma de reflexion ya sea individual o en equipo.

Para finalizar con este apartado, se puede decir que; el ciclo ACE se debe
repetir tantas veces como sea necesario para lograr un aprendizaje

significativo de un tema o concepto matematico determinado.

Descomposicion en fracciones simples

Una funcion racional es el cociente de dos funciones polinomiales. La suma

de funciones racionales es una funcion racional. Por ejemplo;

214 1 N 1 _x4—3x3+3x2—x—1
x x—1 x—-2 x2—3x+2

En ese sentido, hay muchos casos donde se desea invertir este proceso. Es
decir a menudo es utii cuando se da la expresion:
(x* —3x3 +3x%2 —x—1)/(x? —3x + 2) y se desea reconocer que esa funcion
racional es la suma de un polinomio y unas funciones racionales mas sencillas;

1
+

2
1 .
Xt +x—1 x—2
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En la literatura especializada; a las funciones racionales mas sencillas se las

suele llamar fracciones simples o parciales, ver (Haaser et al., 1974).

A continuacién, se mostraran cuatro definiciones y un teorema para desarrollar

el objeto matematico en cuestion.

Definicién 1. (Funcion Polinémica o Polinomio). Son las funciones de la forma
P(x) = ¢y + c1x + cx? + -+ + cp,x™ donde ¢y, ¢y, ..., ¢, SON NUMeros reales
llamados coeficientes del polinomio; n € N (nimero natural) que, sic,, # 0, se
llama grado del polinomio. Las funciones polinédmicas tienen como dominio

natural de definicion la totalidad de R.

Mientras la suma, el producto y la composicion de funciones polinédmicas es
también una funcién polindmica, el cociente de funciones polindmica da lugar

a las llamadas funciones racionales (Pérez: 2008, 39).

Definicion 2. (Funcion Racional). Es una funcién de la forma:

P(x)
Q(x)

R(x) = (D

donde P (el numerador) y Q (el denominador) son polinomios, ademas, Q no
es el polinomio constante igual a 0. La funcién R tiene como dominio natural
de definicion el conjunto por comprension {x € R: Q(x) # 0}. Obsérvese que
las funciones polindmicas son también funciones racionales (con

denominador constante igual a 1).
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Sumas, productos y cocientes de funciones racionales son también funciones
racionales; y la composicion de dos funciones racionales es también una

funcién racional (Pérez: ob. cit., 39).

Teorema 1. (Algoritmo de la division). Si P es un polinomio de grado n y
Q (# 0) es un polinomio de grado m, entonces existen polinomios unicos M y
R, donde R es la funcidén cero o tiene grado menor que m, tales que; P = Q -
M + R.

Definicién 3. (Fraccion Propia e Impropia). Si P/Q es una funcion racional y si
el grado de P, denotado por deg (P), es menor que el grado de @, entonces P/Q
se llama funcion racional propia. Si deg (P) = deg (Q), entonces P/Q se

llama funcién impropia (Diaz: 2017, 26).

Definicidn 4. (Descomposicion en Fracciones Simples). Si P/Q es una funcién
racional impropia, entonces por el algoritmo de la divisién, existen
polinomiales MyRcon R =00deg (R) < deg (Q) tales que;

P=Q-M+R 6 P om+®
= . 0 —_= — .
Q Q

Asi pues; si P/Q es una funcion racional impropia, por division se puede
escribir P/Q como la suma de un polinomio M y de una funcidn racional propia
R/Q en caso de que R+ 0. Si R =0, entonces P/Q es simplemente una

funcién polinomial.
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_I®
g(x)

con deg (f) = deg (g). Luego, usando el algoritmo de la division F(x) se

Es decir; supongamos que, F(x) es una fraccion impropia entonces F(x)

puede expresar como:

Fracciéon Propia

F(x)= Pkx) + @
e g(x)

Polinomio

Esto significa que (al menos tedricamente) toda fraccion impropia puede
expresarse de un modo unico en forma de la suma de un polinomio y de una

fraccion propia (Diaz, ob. cit.).

Ahora bien, por el dlgebra cualquier fraccion propia puede ser descompuesta

en una suma de k términos;

h(x)

ﬁ:M1+M2+"'+Mk—1+Mk- (2)

Donde a esta suma de k términos se le conoce en la literatura clasica
matematica como «Descomposicion en Fracciones Simples» y cada fraccién

simple del tipo M; (con1 <i < k) tiene una de las dos formas siguientes:

A1 , A2X+A3
(ax+b)™m (px2+qx+r)n

conm,n € Z* A g% — 4pr < 0,

donde los 4; € R son coeficientes a determinar (Diaz: ob. cit., 26-27).

Para obtener la descomposicién (2) primero se debe expresar el denominador

g(x) como un producto de factores de la forma (ax + b) o expresiones
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cuadraticas irreducibles de la forma (px? + gx + r). Después se agrupan los
factores repetidos de manera que g(x) quede expresado como un producto de
factores distintos de la forma (ax + b)™ 6 (px? + qx + r)"; donde m,n € Z* y

(px? + gx + r) esirreducible. Luego, se aplican las siguientes reglas:

1.- Por cada uno de los factores de la forma (ax + b)™ (conm > 1) la

descomposicion (2) contiene una suma de m fracciones parciales de la forma:

Ay A, As Am-1 Anm
+ + + ot +
(ax+b) (ax+b)? (ax+b)3 (ax+b)m™1  (ax+ b)™

donde cada A4; (coni =1, 2,...,m) es un numero real a determinar.

2.- Por cada uno de los factores de la forma (px? + gx + )" (conn > 1 A g% —
4pr < 0) la descomposicién (2) contiene una suma de fracciones parciales de
la forma:

Aix+ B, 4 Ax + B, R A, x+ B,
(px?+qx+r1r) (px?+qx+71)? (px? +qx +r)*

donde cada A4; y B; (coni = 1,2, ...,n) son humeros reales a determinar.

Tomando en cuenta la factorizacion del denominador de h(x)/g(x) y las reglas
dadas en los incisos (1) y (2) algunos libros de célculo desarrollan el caso de
interés para este articulo de la siguiente forma, ver (Zill, 2011; Purcell, 2007;
Steward, 2012).

Factores lineales no repetidos:

A, A, A; 4,
+ + o ——
(ayx +by) (ayx+by) (azx+ bs) (apx + by)
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En ese sentido, la literatura especializada tiene una variedad de técnicas para
calcular los coeficientes A; y B; (con 1 < i < n) como, por ejemplo, la técnica
no tradicional lamada método de «Heaviside» (Martinez, 2006) y los métodos
tradicionales conocidos con los nombres «Coeficientes Indeterminados» y

«Hermite-Ostrogradsky».

Siguiendo la idea de las técnicas para calcular los coeficientes 4;y B; (1 <i <
n) que aparecen en los distintos numeradores de las fracciones mas simples
(o parciales), en esta investigacion se concibié una técnica alternativa con
enfoque algebraico para calcular dichos valores donde su principal atractivo
es no requerir de sistemas de ecuaciones. A continuacion, se muestra los
algoritmos de la técnica alternativa para calcular los coeficientes A;y B; (1 <
i <n) de la descomposicion en fracciones simples en el caso de factores

lineales no repetidos.

Técnica Alternativa

En este apartado se presentan los algoritmos para desarrollar el caso de
«factores lineales no repetidos». Para una mejor comprension del lector este

problema fue dividido en dos subproblemas, ver (Hernandez, 2024).

1- Dos factores lineales de tipo basico y ninguno se repite. Supdngase que se

tiene;

1
(x+b)(x+d)

donde b,d € R. 3)

Algoritmo 1. Hacer la adicidén de fracciones:
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1 1 d-b
x+b x+d +b)x+d)

Multiplicar ambos miembros por 1/(d — b)

(x+b)1(x+d):<dib)<x-1kb_x-1kd>'

Al realizar la propiedad distributiva del producto con respecto a la adicion se

obtiene la descomposicion en fracciones simples;

@+b;x+@:<diﬁ<miﬁ+(_3éﬁﬂxiﬂ' "

Donde; para este caso, los coeficientes a determinar quedan de la forma:

A=t ya-__1
1 =g p YT Ty

2- Dos factores lineales de tipo general y ninguno se repite. Supéngase que se

tiene;
1 dond b,c,d € R 4
€ .
(ax + b)(cx + d) onded, b, ¢ )
Algoritmo 2.
1 _ ( a Cc )( 1 ) _
(ax +b)(cx+d) \ax+b cx+d/\ad —bc/
(=) (op) - =) (552)
ad —bc/ \ax + b ad — bc/ \cx+d/’
SiA; = —— y A, = —— entonces la descomposicion en fracciones es:
ad—bc ad—bc

1 A 4,
(ax +b)(cx+d) ax+b cx+d

con 4,4, €R. N
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Teoria APOE y la técnica alternativa

Desarrollo General de la Investigacion. La instruccién se llevd a cabo con
estudiantes cursantes de la unidad curricular calculo II en la Facultad de
Ciencias y Tecnologia (FaCyT) de la Universidad de Carabobo. Siguiendo el
ciclo ACE antes descrito. Se repitio el trabajo de ensenanza e investigacion

durante 5 semestres (2020-2022) hasta lograr la DG del presente trabajo.

A continuacién, se muestra la DG para un caso particular de la descomposicion
en fracciones simples. Es decir, el numerador de la fraccion a descomponer es
distinto de la unidad; en este caso se hace referencia a un polinomio en la

“"_n

variable “x” de grado uno.

Tabla 1

Conocimientos previos para la descomposicion genética

- Objeto “Fraccion” - Proceso “Adicion de Fracciones”

- Objeto “Fraccion Propia” - Proceso “Producto de Fracciones”

- Objeto “Fraccién Impropia” | - Proceso “Adicién de Numeros Reales”
- Objeto “Fraccion Simple” | - Proceso “Factorizacion”

- Objeto “Numero Real” - Proceso “Algoritmo de la Divisién”

Fuente: Hernandez (2024)
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Caso de Estudio. Realizar la Descomposicion en Fracciones Simples para:

ax+f
(ax+b)(cx+d)

(5)

Desencapsular el objeto “Fraccidén” con el objetivo de realizar el proceso de
descomponer la fraccion en el producto de dos fracciones. Esto se logra al
aplicar la “Propiedad Asociativa” para el producto de fracciones y al visualizar

la existencia del “Elemento Neutro” multiplicativo.

La fraccion anterior es equivalente a (a x + ) [m].

Realizar la accion de construir las siguientes fracciones basicas:

1 1
ax+b y cx+d’

)

Realizar la accion, sobre las fracciones anteriores, de expresarlas como la

siguiente resta:

1 1

ax+b cx+d:

Desencapsular el objeto “Numero Real” y el objeto “Fraccion” con el objetivo
de aplicar una técnica cualquiera para el proceso “Resta de Fracciones” y el
proceso “Operacion de Resta de Numeros Reales”. Para ello se aplicara la
“Propiedad Distributiva” en el numerador de la fraccién y se aplicara la accion
de eliminar los paréntesis

(cx+d)—(ax+b) cx+d—ax—b
(ax+b)(cx+d) (ax+b)(cx+d)
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Seguidamente, se realizara el proceso “Propiedad Conmutativa” en el

numerador de la fraccion anterior para obtener:

cx—ax+d-—»>b _
(ax+b)(cx+d)

Realizar el proceso “Propiedad Asociativa” en el numerador de la fraccién

anterior

(cx—ax)+d—-»b B
(ax+b)(cx+d)

Finalmente, realizar el proceso “Propiedad Distributiva” en el numerador

(c—a)x+d-b
(ax+b)(cx+d) "
Se observa que; al hacer la operacion de resta de las fracciones aparecen
términos que dependen de x, en el numerador. Para resolver esta situacion se
realiza la accion de modificar las fracciones basicas en (I) para obtener las
nuevas fracciones:

a
ax+b y cx+d

(1D

Interiorizar la accion de restar las fracciones en (I) para darse cuenta que se
debe mantener el mismo orden entre el minuendo y sustraendo para la resta

de las fracciones en (II)

a c

ax+b cx+d:

Realizar el proceso “Operacion de Resta” de las fracciones (aqui se trabaja
sobre el objeto “Fraccion”) Para ello se aplicara la “Propiedad Distributiva” en

el numerador de la fraccion (se trabaja sobre el objeto “NUmero Real”)
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a(cx+d)—c(ax+d)_acx+ad—cax—cd_
(ax+b)(cx+d)  (ax+b)(cx+d)

Seguidamente; se realizara el proceso “Propiedad Conmutativa” y cancelacion
de términos semejantes en el numerador de la fraccion anterior (se trabaja

sobre el objeto “NUmero Real”)

ad—cd+acx—acx_ ad — cb
(ax+b)(cx+d) (ax+b)(cx+d)

Realizar la accion de multiplicar ambos miembros de la igualdad por la

constante 1/(ad — cb) (se trabaja sobre el objeto “Numero Real”)

1 ad — cb ] 1 ( a c )

ad —cbl(ax+ b)(cx+d) “ad—ch\ax+b  cx+d

Realizar el proceso de multiplicacion de fracciones. Para ello, se aplica: la
“Propiedad del Inverso Multiplicativo®, la “Propiedad Distributiva” y la
“Propiedad Conmutativa para el Producto” (se trabaja sobre el objeto

“Fraccion”)

1 _ a ( 1 ) c ( 1 )
(ax+b)(cx+d) ad—bc\ax+b/ ad—bc \cx+d/)’
Aplicar la accion de multiplicar ambos miembros de la igualdad por a x + 8

1
(ax+b)(cx+d)

:(“’H'ﬁ)[adibc (ax1+b>_adibc (cx1+d>]'

Realizar el proceso “Propiedad Distributiva” sobre la fraccién anterior para

(ax+p)

obtener;

ax+p _a (ax+ﬁ) c (ax+ﬁ)
(ax+b)(cx+d) ad—bc\ax+b) ad—bc\cx+d/’
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Aplicar el proceso “Algoritmo de la Division” de polinomios. Al usar dicho

algoritmo en:
ax+pf ax+pf
ax+b y cx+d
se tiene;

a ab
ax+f  a Zax+b)+p—— ©)
ax+b ad-—bc ax+b '

En forma andloga, se trabaja con la otra expresién;

a ad
ax+f ¢ clcx+d)+p—— )
cx+d ad-—bc cx+d '

Coordinar los procesos (6) y (7) para realizar la agrupacién de los términos
respectivos. Encapsular el proceso anterior para obtener, finalmente, el objeto

“Descomposicion en Fracciones Simples” de este caso de estudio;

ax+f a(ﬁ_a_b) 1 C(ﬁ—a_d)
(ax+b)(cx+d)= ad—bcz (ax+b>_ ad—bcc (cx+d>' -

i oy IO Cir)

ad—bc y ad—bc

donde los coeficientes a determinar son los nimeros reales

(Hernandez, 2024).

Conclusiones

La teoria APOE y su elemento principal; la DG, pueden considerarse como un

punto de convergencia de diferentes profesionales; matematicos, ingenieros
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y/o educadores, cuya labor esta relacionada con la ensefianza de las
matematicas, y deseen mejorar sus practicas de ensefianza, o aportar a la

investigacion en Educacion Matematica.

Al apoyar este estudio en la nocion de esquema, segun la teoria APOE, se
observan aquellas relaciones en las que hay que hacer mayor énfasis en la
docenciay se proporcionan indicadores de como hacerlo. La modelacion de la
DG utilizada (en esta investigacién) para describir la practica del profesor
permite dar cuenta de cdmo éste construye las situaciones de aula para que
los estudiantes puedan llegar a organizar la coleccidn de objetos y procesos
que constituyen el esquema de la nocién de descomposicion en fracciones

simples.

La DG de esta investigacion permite reflexionar sobre el cémo explicar y
desarrollar el concepto de descomposicion en fracciones simples, usando la
técnica alternativa, en clases para activar en los estudiantes procesos tales
como reflexion, abstraccién, sintesis, y generalizacion, que generan la
encapsulacion de la definicion. Asi mismo, contribuye a conocer las
caracteristicas de la comprension del concepto del objeto matematico de
estudio. Los resultados de esta investigacion proporcionan evidencias que
muestran que cuando se disefia una estrategia didactica basada en una teoria
de Educacion Matematica, es posible superar las dificultades encontradas en
otras investigaciones y se discute, ademas, cuales son las causas de algunas

de las dificultades encontradas.
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En ese sentido, los resultados permitieron concluir que; si es posible disefiar
una estrategia didactica en la que se favorezcan las construcciones
necesarias para el aprendizaje del concepto de descomposicion en fracciones

simples mediante actividades disefiadas con la teoria APOE.

La relacion inicial entre elementos previos y un nuevo concepto determina la
construccion del conocimiento matematico, por las relaciones que pueden
establecerse. Cuando estas relaciones no se dan por la ausencia de los
mecanismos de asimilacién y reacomodacion, los conceptos son simplemente
mecanizados por los individuos sin que haya una verdadera comprension de
los mismos. Por tanto, la estructuracion del conocimiento l6gico-matematico
se ve afectada por dichos factores, ya que, lo que se aprende se va
incorporando a las nuevas construcciones o reconstrucciones de un cierto

conocimiento.

Para finalizar, una de las bondades que ofrece la técnica alternativa mostrada
en esta investigacion es la libertad que tiene el aprendiz al usar su creatividad
en la solucién de algun problema de indole matematico donde sea necesaria
la DFS.
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